Monoidlerin Schiitzenberger Carpimi ve Bazi Graf Ozellikleri

Asli Miige YENIEL & Eylem GUZEL KARPUZ

aslimuge80gmail.com eylem.guzel@kmu.edu. tr

KARAMAN KARAMAN

Karamanoglu Mehmetbey Universitesi/ Matematik Béliimii/Karaman

Z, o L Carpiminin Sunusu Ana Sonuclar (n.m > 2) [1

Bu calismada, Z, ve Z,, sonlu devirli monoidlerinin Zin = (x; x"=1) ve Z,, = {y; y™ = 1) monoid sunuslari Teorem 3.1. 'y .7 grafinin kose sayis
Schiutzenberger carpiminin tam yeniden yazma sistemi icin Schitzenberger carpiminin sunusu (nm)? + 7nm + 10
(Grébner=Shirshov tabani) tizerine yonstiz bir graf, 'z o7, 7 o7 — Vi, o | = 5

n m

tanimlanmakta ve bu grafin temel kombinatoryal 6zellikleri n _ , olup, kenar sayisi
(kose ve kenar sayisi, maksimum/minimum derece, derece <X’y’ZXk>Y’ Xt =1Lyt = 1’Zxk,y’ = xkyly Exha yhZxke yl = |

R . . . . — _ _ 3(nm — 1)nm
dizisi, diizensizlik indeksi ve girth) incelenmektedir. Exk,yhxki, yly Xexk yl == Zxhid yIXy Zxk gl = Yk ylits XY = yX) 1Ez o7 | =6+ 10nm - ( )
Schiitzenberger carpimina ait bir graf tanimlamak, bu cebirsel seklindedir - 2 R
- o iklerin " Burada 0 < k, ki, ko <n—1ve 0< I, L < m—1dir. nm(m — 1)
yapinin kombinatoryal ve geometrik ozelliklerini incelemek icin ; . 7d17k'2 - = 5HIhH 2 = +3 Z im? - + Z i(nm— (i + 1))
yeni bir bakis acisi saglamaktadir. retecler arasindak — 2 -
X > Zyn-1ym-1 > Zyn-1ym=2 > Zyn-1ym=3 > ... > Zyn-1, > dir
ZXn—171 > ZXn—27ym—1 > ZXn—27ym—2 > ZXn—Z’ym—3 > .. > ZX”_Q,y . o _
_, > 7.0 S 7 1> Zrm > Zon mes > NN Teorem 3.2. Grafin maksimum ve minimum dereceler;
Temel Kavramlar: Graf Teorisi X2 T EEyMTL T R yM2 LRy T 2 Dy
Zy2 1 > Zy ym-1 > Zy ym=2 > Zy ym-3 > ... > Zy A(rznozm) = nm + 4, 5(I_Zn<>zm) — 4
[ = (V, E) herhangi bir basit graf olsun. > Zx 1 2 Zyymet > Zyym2 > Z)yme3 > > 2y > 211 > Y seklindedir.

bicimindeki siralama dikkate alinarak asagidaki tam yeniden Teorem 3.3. Derece dizis

DS(Mz,07,) = {4%,5%,6%, ..., (nm+ 4)7m}

» [ icinde v kosesine bagli kenarlarin sayisina v kdsesinin

derecesi denir; deg(v) ile gosterilir [3]. yazma sistemi elde edilir [1]

» Maksimum ve minimum derece: Tam Yeniden Yazma Kurallari

(1) x"—1 bicimindedir (a; cokluklari n ve m'ye bagli olarak [4]'te acik
A(T) = m-ax{deg(v) ve Vi, (2)  y™—1 sekilde verilmistir) ve dlizensizlik indeksi
o) =mintdeglv)sve V. 3)  Zh, b zay t(z,02,) = nm + 1
» [ icindeki en kisa donguntn uzunluguna grafin girth'i (4)  Ze yhZgtoyb —> ZyhoyhZiks i (Zkiyh > Zho yh 1S€) dir
denir; girth(I') ile gosterilir. (5) X2yt — Zyker X | - f teer (airth) 2t
» Derece dizisi DS(I'), kése derecelerinin cokluklari ile (6)  Zyk 1y —> YZyk i Teorem 3.4. Tz,cz, grafinin cevre degeri (girth) 3'tur
birlikte yazilmasidir: dizideki birbirinden farkli derece sayisina (7)) xy — yx

diizensizlik indeksi t(I') denir. .
J ‘ Ornek: Z, ¢ Z, Grafti
Schiutzenberger Carpimi

anOZm Grafinin Tanimi n= m = 2 icin elde edilen sayisal sonuclar:

. A(T = 8 o(l — 4
Ave B  olmak i PC Ax B A beBic Lip © Ly Schiitzenberger carpiminin tam yeniden yazma ( Zzolzz) , 1’5 . (5 ool ’
ve b monoid oimak uzere iz A X B, a € A b & B icn sistemine bagli olarak yonsiiz bir graf DS(I'z,0z,) = {4 , 05,67, 77,8 }a t(l z,0z,) = 5,
aP = {(ac,d) : (c,d) € P},Pb={(c,db) : (c,d) € P} [ 2,02, = (Vi 0, Er, ., ) asagidaki gibi tanimlanir: oirth(lMz,07,) = 3, V| =27, |E| = 86.
olarak tanimlansin. A ve B monoidlerinin Schiitzenberger Kose kumesi: Bazi derece hesaplan:
carpimi, Vi, .. = {iretegler} U {kurallarin sol yanlari} » x ve x° koseleri birbirine bagl olup ayrica
(a1, P1, b1)(as, P>, by) = (a1a0, Piby U a1P,, biby) = {X, ¥, 2oy Y UL{X", Y™, 23 1y Ze 2o oy XZxk g1, Zik 1Y, XY } gil,l(;;Zl:,y,d);Zx(,;;;ZiyéXy koseleri ile de baglantilidir:
islemi altinda tanimli A X (A X B) x B kiimesidir ve Ac B Kenar kiimesi: 5 , S\ =0
le gosterilir. Ao B, birimi (14, 9, 1g) olan bir monoiddir [7] ) - > 7z ve z,, koseleri birbirine ve
& | | o A o 5 o _' Eryenm = {(Vpy vg) © Vp, vq koselerinin soldan ya da sagdan Zx yZ1 15 Zx.yZ1.ys Zx.yZx.1s XZx.y, Zx.yY Koselerine baglidir:
Schiitzenberger carpimi, iki monoidin birlesik davranisini analiz L C N s T T
A - - | birbiri ile cakismasi (overlap) } deg(z.,) = deg(z;,) = 6
etmek icin gelistirilmis; dil teorisi, otomata teorisi ve cebirsel L . . R g
o T | Ornegin (x, x"), (x, xz,« y/), (x,xy), (y,y™), (xy,y), » 7,211 kosesi 8 kése ile baglantilidir: deg(z;,211) = 8.
yapilar arasinda kopri kuran giicli bir yontemdir [7] SR o c
(Zxk,y/yay)1 (Zxk,yla Zxkd,/), (Zxkl7y/17 Zxkl,thsz,y/z), » 2,121 kosesi 7 kose ile baglantilidir: deg(zy1211) = 7.
(Zxk,ylazxk,y/y)' (Xn;XZxk,y/): birer kenardir » z, ,y kosesi y,yz,zxjy,zfy,xzxjy koselerine baghdir:
. . . Burada 0 < k. ki, ko <n—1,0< 1 h. b, < m—1dir _ |
Tam Yeniden Yazma Sistemi = TS =S deg(ZXW_/) 25 : |
: » xy kosesi x, x°, y, y~ koselerine baghdir: deg(xy) = 4.

Monoidlerde tam yeniden yazma sistemi, bir monoidin Derecelere gore kose siniflari:

elemanlarini sonlu sayida yeniden yazma kurali ile ifade eden ve

Girth = 3: Bir Ucgen Ornegi

o . L . Derece Koseler
her kelimenin sonlu adimda tek bir normal forma indirgenmesini

saglayan bir sistemdir. Boyle bir sistem hem sonlandirilmis 4 Xy
hem de confluent (elmas kurali) ozelliklerine sahip ise 5 2.y, xz
: : . . : . x,yJ 1,1

tamdir. Tam yeniden yazma sistemine sahip bir monoid icin g

. e et ey g g 2 2 2
kelime problemi coziilebilirdir [2]. O X, XY, Y211, 211, 21y, 21y 2,15 21
[1]'de Ates ve ark., keyfi iki monoidin Schiitzenberger Zeys 22y Ziy 211, X2y Zn 1Y
carpiminin Grobner—Shirshov tabanini (tam yeniden yazma
| o X 2 ! Ze 1211, ZxyZly, XZx1, Z1yY
sistemini) ve dolayisiyla bu carpimin elemanlarinin normal form X T YL ’ 7
yapisini elde etmistir. [7,.07, grafinda x, x?, xy koseleri bir iicgen olusturur. 8 ZyZ11, Ze1Zlys ZayZl XZxy, Z11Y

Dolayisiyla graf 3 uzunlugunda bir déngti icerir ve

Kaynaklar eirth(I'z oz ) = 3 olur (Teorem 3.4).
J
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Bu calismada, [5] (sonlu devirli gruplarin serbest ve direkt
carpimlari) ve [6] (serbest degismeli monoid ile sonlu devirli
monoidin yari-direkt carpimi) calismalarindaki yaklasimlardan
hareketle, cebirde onemli bir diger carpim olan
Schutzenberger carpiminin tam yeniden yazma sistemi
lzerine bir graf tanimlanmis; bu grafin kose/kenar sayilari,
derece yapisi, diizensizlik indeksi ve girth degeri belirlenmistir.
Tanimlanan graf, cebirsel yapi ile kombinatoryal yapi arasinda

yeni bir koprii kurmaktadir.




