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SAYISAL HABERLESME

2.2. FOURIER DONUSUMU VE FREKANS UZAVYI

> s(t) = e u(t)

e S - e _;_\,,-_;Z o

Sekil 2.4 s(t) = e~ *u(t) isaretiile bu isaretin genlik ve faz spektrumu
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SAYISAL HABERLESME

2.2. FOURIER DONUSUMU VE FREKANS UZAYI
 Parsevel’in Teoremi
» Parseval'in teoremi, zaman uzayi ve frekans uzayi arasinda

| siwsywde= | s (Dsinar
iliskisini kurmaktadir. Tek bir isaret ele alindiginda, yani s; (t) = s2(t) = s(t) durumunda, bu teorem
kullanilarak

E= [IsoPde= [lstrar

Seklinde Rayleigh’nin enerji teoremi elde edilmektedir.
» Rayleigh'nin enerji teoremi sayesinde bir isaretin enerjisinin frekans uzayindan elde edilmesi

mimkiin olmaktadir. |S(f)|? isaret enerjisinin frekansa gére dagilimini gésterdiginden enerji
spektral yogunlugu (ESD) olarak adlandirilmaktadir.
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SAYISAL HABERLESME

2.2. FOURIER DONUSUMU VE FREKANS UZAY]

 Konvoliisyon (Evrisim)

» Sekil 2.5'de gosterildigi gibi, dogrusal zamanla-degismez bir sisteme uygulanan giris x(t), sistemin diirtii
yaniti h(t) ve sistem ¢ikisi y(t) ile gosterildiginde, sistem ¢ikisi y(t) = x(t) *h(t) seklinde giris ile sistemin
dirtl yanitinin konvoliisyonu seklinde olusmaktadir.

x(t) y()
— | K

Dogrusal, zaman-degismez

sistem

Sekil 2.5. Dogrusal zamanla-degismez sistem icin giris, dirti ve cikis
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SAYISAL HABERLESME

2.2. FOURIER DONUSUMU VE FREKANS UZAY]

 Konvoliisyon (Evrisim)
» Konvolisyon (evrisim) islemi sirekli zamanda matematiksel olarak su sekilde ifade edilir.

y(t) = x(t) * h(t) = J x(A) h(t —A)dA = h(t) * x(t) = J h(A) x(t —A)dA

Fourier donlisiimuniin konvollisyon 6zelliginden dolayi, sistem cikisinin frekans spektrumu Y(f), girisin
frekans spektrumu X(f) ile sistemin frekans yaniti H(f) 'in carpimi olarak,

Y(F)=X(f)H(f)
seklinde elde edilmektedir.
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SAYISAL HABERLESME

2.2. FOURIER DONUSUMU VE FREKANS UZAY]

 Zamanda Carpim (Frekansta Konvoliisyon)
> ki isaretin zaman uzayinda ¢carpimi gerceklestirildiginde, bu islem, frekans uzayinda iki isaretin
frekans spektrumlarinin konvoliisyonuna karsilik gelmektedir.

» Bu nedenle s3(t) = s1(t)s,(t) isaretinin frekans spektrumu S;(w) = i S1(w) * S, (t) seklinde
bulunabilmektedir.

DR. SADIK YILDIZ 6




SAYISAL HABERLESME

2.3. GUC SPEKTRAL YOGUNLUGU (PSD)

» @Giig¢ spektral yogunlugu (PSD), isaret giiciiniin frekansa bagl dagilimini gostermekte ve isaret gliciiniin
hangi frekanslarda yogunlastiginin bilgisini vermektedir.

» Glc spektral yogunlugu sayesinde bir isaretin verimli sekilde iletilmesi icin gerekli haberlesme kanal
bant genisligi bulunabilmektedir.

» Ayrica, gic spektral yogunlugu kullanilarak haberlesme sisteminin iletilen isaret Gizerindeki etkileri
incelenmektedir.

» Glc spektral yogunlugu ifadesinin olusturulabilmesi icin sadece(—%,g) arasinda tanimli olacak sekilde
kirpilmis bir isaret ele alinmakta ve 6zglin isaretin pencerelenmesi sonucunda elde edilecek isaret su
sekilde ifade edilir

s(t), —g <t<

0, aksi taktirde

T
2

> sp(t) = veya sy = s(8) [1(5)
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SAYISAL HABERLESME

2.3. GUC SPEKTRAL YOGUNLUGU (PSD)

» Sekil 2.8 de bu isleme bir 6rnek gosterilmektedir.

-riz | T2

Sekil 2.8. Ornek bir isaretin (-T/2, T/2) araliginda pencerelenmesi
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SAYISAL HABERLESME

2.3. GUC SPEKTRAL YOGUNLUGU (PSD)

» Herhangi bir s(t) isaretinin normalize edilmis glicl su sekilde ifade edilir

T/2

P =[s%(t)] = ’111—1>rolo% j s?(t)dt
-T/2

» (-T/2, T/2) arasinda s(t) isareti st (t)’ye esit oldugundan normalize edilmis gii¢ su sekilde ifade edilir

T/2 oo
1 1
P = [s%(t)] = 711_)11.}0? j s2(t)dt = 711_1)1207 j s2(t)dt
-T/2 —00
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SAYISAL HABERLESME

2.3. GUC SPEKTRAL YOGUNLUGU (PSD)

» Parseval teoremi kullanilarak normalize edilmis gii¢ su sekilde yazilr.

2
P = hm— JIST(f)Ide f[ | T(f)l ] df

T—>oo

» Bu denklemde giiciin frekansa bagli dagilimi su sekilde ifade edilir.

S (H)I?

Ps(f)—T'_)oo T

Bu denklem gii¢ spektral yogunlugu (PSD) olarak adlandirilir.
» Gli¢ spektral yogunlugunun birimi Watt/Hertz olarak elde edilmektedir. Bu ifadeden anlasilabilecegi gibi,
glic spektral yogunlugu frekansa bagli, gercek ve negatif olmayan bir fonksiyon olmaktadir.
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SAYISAL HABERLESME

2.3. GUC SPEKTRAL YOGUNLUGU (PSD)
» Gili¢ spektral yogunlugu kullanilarak normalize edilmis gii¢ degeri, frekans uzayindan su sekilde bulunur.

(00

P = [s2(t)] = j P.(f) df

— 00

» Bu nedenle normalize edilmis gii¢c degeri, gli¢ spektral yogunlugunun altindaki alana esittir.
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SAYISAL HABERLESME

2.3. GUC SPEKTRAL YOGUNLUGU (PSD)
A Ozilinti (Otokorelasyon)
> llinti (korelasyon), iki isaretin benzerliginin bir élcutiidir.
» Yuksek ilinti gosteren isaretler yiksek benzerlik, diistik ilinti gosteren isaretler ise diistik benzerlik
gostermektedir.

> Ozilinti, bir isaretin farkli zaman gecikmeleri altinda kendine olan benzerliginin bir dlcttiidir.
Ozilinti fonksiyonu su sekilde ifade edilir.

T/2

R.(1) =[s(t)s(t+1)] = Tll_)rglo% j s(t) s(t+ 1) dt
~T/2

> Ozilinti fonksiyonunda t = 0 icin, isaret dogrudan kendisi ile karsilastirildigindan, en yiiksek ilinti degeri
elde edilmektedir.

» Herhangi bir t20 icin ise, isaret kendisinin saga veya sola 6telenmis bir sekli ile karsilastiriimaktadir.
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SAYISAL HABERLESME

2.3. GUC SPEKTRAL YOGUNLUGU (PSD)

A Ozilinti (Otokorelasyon)

» Tamamen rasgele bir isaret, sadece t = 0 icin kendisi ile benzerlik gostereceginden, rasgele bir isaretin
Ozilinti fonksiyonu t = 0 icin bir durtt seklinde olmaktadir.

» Bu durumda olusan o6zilinti fonksiyonu Sekil 2.9'da gosterilmektedir.

» Dolayisiyla tamamen rasgele bir isaret ele alindiginda, bu isaretin kendisinin saga veya sola 6telenmis
bicimleri ile benzerliginin bulunmadigi soylenebilmektedir.

R(7)

0

Sekil 2.9. Tamamen rasgele bir isaretin 6zilinti fonksiyonu
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SAYISAL HABERLESME
2.3. GUC SPEKTRAL YOGUNLUGU (PSD)
A Ozilinti (Otokorelasyon)

» Periyodik isaretlerin tekrar etme 6zelliklerinden dolayi, ayni periyot ile periyodik bir 6zilinti fonksiyonu
elde edilmektedir.

» Periyodik isaret, belirli bir periyot ile tekrar ettiginden geciktirilmemis bicimiyle olan benzerligi,
periyodun tam sayi kati kadar geciktirilmis bicimiyle olan benzerlige esit olmaktadir.

R(7)

0

Sekil 2.9. Tamamen rasgele bir isaretin 6zilinti fonksiyonu
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SAYISAL HABERLESME

2.3. GUC SPEKTRAL YOGUNLUGU (PSD)

Q Gii¢ Spektral Yogunlugu ile Ozilinti (Otokorelasyon) fonksiyonu arasindaki iliski
> Ozilinti fonksiyonunun Fourier déniisiimii

Rs(2) & Py(f)

» seklinde gli¢c spektral yogunlugunu vermektedir.

» Bu nedenle gii¢ spektral yogunlugunun elde edilmesi icin, ézilinti fonksiyonu hesaplandiktan sonra
ozilinti fonksiyonunun Fourier déntisiimi alinabilmektedir.
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SAYISAL HABERLESME

2.3. GUC SPEKTRAL YOGUNLUGU (PSD)
O Beyaz Giiriiltii

» Haberlesme sistemlerinde n(t) seklinde gdsterilen glirtiltii tiiriidiir
B, (f) = % watt/hertz
seklinde bir gli¢ spektral yogunluguna sahip oldugunda beyaz giiriiltii olarak adlandiriimaktadir.

» Paydadaki 2 faktéru, P,(f) 'in Sekil 2.10(a)'da gésterildigi gibi gift-yanli bir gli¢c spektral yogunlugunu
ifade ettigini belirtmek igcin kullaniimaktadir.

E(f) R,(7)

N, /2 N, /2

f T
(a) | (b)
Sekil 2.10. Beyaz giiriiltiiniin (a) gii¢ spektral yogunlugu ve (b) 6zilinti fonksiyonu.
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SAYISAL HABERLESME

2.3. GUC SPEKTRAL YOGUNLUGU (PSD)
O Beyaz Giiriiltii

» Beyaz isik, elektromanyetik issmanin goriiniir bélgesindeki tiim frekans bilesenlerini esit oranda
barindirmaktadir.

» Beyaz giiriiltii adi, giiriiltiiniin gli¢ spektral yogunlugunun tiim frekanslarda esit olmasiyla beyaz isiga
olan benzerliginden dolayi kullaniimaktadir.

» Beyaz giiriiltiiniin 6zilinti fonksiyonu su sekilde bulunur.

N,
Ry = =26(1)

E(f) R,(7)

N, /2 N, /2

f T
(a) | (b)
Sekil 2.10. Beyaz giiriiltiiniin (a) gii¢ spektral yogunlugu ve (b) 6zilinti fonksiyonu.
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SAYISAL HABERLESME

2.3. GUC SPEKTRAL YOGUNLUGU (PSD)

O Beyaz Giiriiltii

» Beyaz qgiiriiltii, tanim itibariyle sonsuz bir frekans bandini kapsamaktadir.

» Normalde giiriiltiiniin tam olarak beyaz giiriiltii olma ihtimali bulunmamaktadir.

» Fakat, gercek sistemlerde karsilasilan giiriiltii yaklasik olarak beyaz giiriiltii kabul edilebilmektedir.

» Gergek sistemlerin kullandigi frekans bandi sinirli oldugundan giiriiltiiniin kapsadigi frekans bandi,
sistemin ¢calisma bandindan oldukca biiyiik oldugu stirece sistemdeki gliriilti, beyaz glirtiltii olarak kabul
edilebilmektedir.
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SAYISAL HABERLESME

2.4. DIKGEN FONKSIYONLAR

» Dikgen fonksiyonlar, cok genel anlamda bagimsiz veya iliskisiz fonksiyonlar olarak diisiintilebilmektedir.
» @,(t) ve @,,(t) ile gbsterilen iki fonksiyon, birbirlerine a<t<b araliginda dik ise, bu iki fonksiyon su iliskiyi
saglamaktadir.

b
[ 0a@0n@ac =0 - m

» Dikgen fonksiyonlar dogrudan bu iliski dogrultusunda tanimlanmaktadir.

> Bir fonksiyon seti {(,(t), ©,(t), @3(t),..., D,,(t),...} ele alindiginda, tiim fonksiyonlar birbirlerine a <t<b
araliginda dik ise su sekilde bulunmaktadir.

b

. 0, n#m
f D, (t) Dy, (t)dt = {Kn: n=m_ Knbnm
a

» O,m fonksiyonu Kroneker delta olarak adlandirilmakta ve su sekilde tanimlanmaktadir.

10, n#Fm
1, n=m
» Tim n degerleri icin K,, = 1 ise, (t) fonksiyonlari birimdik fonksiyonlar olarak adlandiriimaktadir.

5nm
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SAYISAL HABERLESME

2.4. DIKGEN FONKSIYONLAR

O Fourier Serileri

» Fourier serileri, isaretlerin Ty = 21 /wy, aralidinda dikgen karmasik istel fonksiyonlar veya
karmasik siniizoidal fonksiyonlarin agirliklandirilmis birlesimi seklinde ifade edilebilmesini
saglamaktadir.

» Bu nedenle, Fourier serilerinin temel fonksiyonlari @,,(t), karmasik siniizoidal fonksiyonlar veya
karmasik tistel fonksiyonlar olup, Euler bagintisi (e/“t = cos wt + j sin wt) dogrultusunda iki
gosterim arasinda gecis yapilabilmektedir.

» Herhangi bir isaretin, sinirl t; < t < t; + Ty araligindaki karmasik Fourier serisi agilimi su sekilde
gosterilmektedir. (wg = 21 /T,)

(0¢]

s(t) = Z c,el@ot

n=-—oo
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SAYISAL HABERLESME

2.4. DIKGEN FONKSIYONLAR

O Fourier Serileri

» Fourier seri aciiminda karmasik Fourier katsayilari su sekilde bulunur.
t1+To

cn=—J s(t)e /nwotgt

t1

» Fourier seri katsayilari genelde karmasiktir ve cy katsayisi, dalga bigiminin dc degerine karsilik
gelmektedir.
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SAYISAL HABERLESME

2.4. DIKGEN FONKSIYONLAR

Q Periyodik isaretlerin Frekans Spektrumu
» Ty periyodu ile periyodik s(t) isaretinin frekans spektrumu

SN =) eadf —nfo)

n=-—oo

seklinde fo, = 1/T, frekansinin tamsayi katlarinda géziiken diirtii isaretleri seklinde olusmaktadir.

» Frekans spektrumunda olusan bir diirtii bileseninin genligi Fourier serisi katsayi hesabindan elde
edilebilmektedir. Sekil 2.11'de periyodik bir dalga bigcimi icin érnek bir frekans spektrumu
gosterilmektedir.

C,; €

i

-316-2&-5 0 £ % 3% r

Sekil 2.11. Periyodik bir isaret i¢in 6rnek frekans spektrumu.
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SAYISAL HABERLESME

2.4. DIKGEN FONKSIYONLAR

Q Periyodik isaretlerin Frekans Spektrumu
» Periyodik isaretlerin normalize edilmis ortalama giicii, Fourier seri katsayilari cinsinden

Seklinde hesaplanabilmektedir.
» Periyodik bir isaretin gli¢ spektral yogunlugu (PSD) ise su sekilde bulunabilmektedir.

P() = ) leal8(f = 1)

n=-—oo
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